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摘 要： 稀疏性字典学习是指对在某个已知的基字典上具有稀疏表示的字典的学习．论文利用块松弛思想，将
稀疏性字典学习问题转化为字典和系数的分别优化问题，利用代理函数优化方法分别对固定字典和固定系数情况下

的目标函数进行优化处理，得到固定字典情况下的系数更新算法和固定系数情况下的字典更新算法，进而得到稀疏性

字典学习算法．理论分析说明了本文算法的收敛性．仿真对比表明了本文算法在收敛性和运算效率方面均优于稀疏性
ＫＳＶＤ算法．
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１ 引言

字典学习是近年来稀疏表示领域中的热点问题［１］，

所提出的方法主要有 ＫＳＶＤ方法［２］、基于代理函数优
化的方法［３］、递归最小二乘方法［４］、迭代子空间法［５］以

及贝叶斯正交成份分析法［６］．
文献［７］在稀疏性字典模型下考虑字典学习问题．

“稀疏性”是指字典 Ｄ满足Ｄ＝ΦＡ，其中Φ∈Ｒｄ×Ｌ为预
先选取的基字典，Ａ∈ＲＬ×Ｋ为字典Ｄ在Φ 上的稀疏表
示矩阵（以下称：字典稀疏矩阵），其每一列为稀疏序列．

针对稀疏性字典的学习问题，文献［７］给出了稀疏性
ＫＳＶＤ算法．稀疏性 ＫＳＶＤ算法沿用了文献［２］中的 Ｋ
ＳＶＤ算法的原理．文献［３］的作者观察到ＫＳＶＤ算法在最
佳解的邻域内的稀疏逼近误差未必会在每一步迭代中

减小，这使得 ＫＳＶＤ算法最终得到的解未必是最佳的，
由于稀疏性 ＫＳＶＤ算法与 ＫＳＶＤ的相似性，稀疏性 Ｋ
ＳＶＤ算法得到的稀疏性字典也未必是最佳的．鉴于此，借
鉴文献［３］的整体性优化的思想，本文利用块松弛和代理
函数优化的方法，发展了一种新的基于代理函数优化的

稀疏性字典学习算法（ＳｐａｒｓｅＤｉｃｔｉｏｎａｒｙＬｅａｒｎｉｎｇＡｌｇｏｒｉｔｈｍ
ｂａｓｅｄｏｎＯｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎｏｆＳｕｒｒｏｇａｔｅＦｕｎｃｔｉｏｎ，ＳＤＬＡＯＳＦ）．ＳＤ
ＬＡＯＳＦ将字典和使用字典的系数分别作为一个整体进
行更新，更新的过程中保持了字典的稀疏性结构；仿真表

明，ＳＤＬＡＯＳＦ收敛性能要优于稀疏性ＫＳＶＤ算法．

２ 问题描述

设字典学习的目标为稀疏性字典：Ｄ＝ΦＡ，其中Φ
为已知基字典，Ａ为字典稀疏矩阵．设训练样本矩阵为：
Ｙ∈Ｒｄ×Ｎ，Ｙ在 Ｄ上的稀疏表示系数矩阵为 Ｘ∈ＲＫ×Ｎ

（以下称为：系数矩阵），则本文解决的主要问题是：

（ＤＬ１）ｍｉｎ
Ａ，Ｘ
（Ａ，Ｘ），ｓ．ｔ．

（Ａ，Ｘ）＝ Ｙ－Φ

 

ＡＸ ２
Ｆ＋λＸＪ（Ｘ）＋λＡＪ（Ａ） （１） 

其中 · Ｆ表示矩阵的 Ｆｒｏｂｅｎｉｕｓ范数（Ｆ范数），λＸ，λＡ
分别为加权系数，为正值，Ｊ（·）为矩阵稀疏度的 ｌ１范数
度量函数［８］，其定义如下：

Ｊ（Ｘ）＝∑
ｉ∈ＲｏｗＸ
∑
ｊ∈ＣｏｌＸ

ｘｉ，ｊ （２）

ＲｏｗＸ，ＣｏｌＸ分别为矩阵 Ｘ的行序号和列序号的集合．
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该问题能够使用凸优化方法求解．基于块松弛思想
的优化方法通常分为两步交替进行，以收敛到最优解：

（１）固定 Ａ，更新 Ｘ；（２）固定 Ｘ，更新 Ａ．然而在每一步
中，（Ａ，Ｘ）中 Ａ，Ｘ是相互耦合的，难以直接求解，因此
本文考虑用代理函数优化方法［３］求解上述更新问题．

３ 基于代理函数优化的稀疏性字典学习算法

３１ 代理函数优化的基本原理［３］

代理函数优化方法的主要思想将参数互相耦合难

以优化的目标函数用一个参数相互解耦的易于优化

的代理函数ψ代替，ψ必须满足：

（ω）≤ψ（ω，ξ），ω，ξ∈Υ；（ω）＝ψ（ω，ω），ω∈Υ
（３）

其中Υ是参数集合．ξ为与ω解耦的辅助参数．
代理函数优化的基本流程为：

（１）给定参数ξ的初始值，使其等于ω的当前值

ωｃｕｒ，通过优化的方法寻找ω的最优更新：

ωｎｅｗ＝ａｒｇｍｉｎ
ω∈Υψ

（ω，ξ），ξ＝ωｃｕｒ （４）

（２）更新ξ＝ωｎｅｗ，重复迭代直到收敛．
交替迭代满足ψ（ωｎｅｗ，ωｃｕｒ）≤ψ（ωｃｕｒ，ωｃｕｒ），由式（３）

有：（ωｎｅｗ）≤ψ（ωｎｅｗ，ωｃｕｒ），ψ（ωｃｕｒ，ωｃｕｒ）＝（ωｃｕｒ），故

（ωｎｅｗ）≤（ωｃｕｒ），即（ω）在迭代过程中是不增的．

３２ 稀疏性字典学习的代理函数构造

针对一般的字典的学习，文献［３］构造了代理函数
并给出了系数矩阵和字典的更新算法．本文将其构造
方法推广到稀疏性字典学习中．

根据式（１）的优化问题，构造两个代理函数：
（１）Ａ固定时，代理函数ψＸ（Ｘ，Ｘ

［ｎ－１］）为：

ψＸ（Ｘ，Ｘ
［ｎ－１］）＝ Ｙ－Φ

 

ＡＸ ２
Ｆ＋ｃＤ Ｘ－Ｘ［ｎ－１

 

］ ２
Ｆ

－ ΦＡＸ－ΦＡＸ［ｎ－１

 

］ ２
Ｆ

＋λＸＪ（Ｘ）＋λＡＪ（Ａ） （５）
其中 Ｘ［ｎ－１］为上一步迭代得到的系数矩阵．ｃＤ≥
（ΦＡ）Ｔ（ΦＡ

   

）为常数（· 表示矩阵的谱范数），λＸ，λＡ
分别为Ｘ和Ａ稀疏度函数的加权系数．

（２）Ｘ固定时，代理函数ψＡ（Ａ，Ａ
［ｎ－１］）为：

ψＡ（Ａ，Ａ
［ｎ－１］）＝ Ｙ－Φ

 

ＡＸ ２
Ｆ＋ｃΦＸ Ａ－Ａ

［ｎ－１

 

］ ２
Ｆ

－ ΦＡＸ－ΦＡ［ｎ－１］

 

Ｘ ２
Ｆ

＋λＸＪ（Ｘ）＋λＡＪ（Ａ） （６）
其中 Ａ［ｎ－１］为上一步迭代得到的字典稀疏矩阵，ｃΦＸ＝
ｃＸｃΦ，ｃΦ≥ Φ

Ｔ

 

Φ ，ｃＸ≥ ＸＴ

 

Ｘ ，其余的符号含义同式（５）．
计算可知，代理函数对 Ａ或Ｘ的梯度实现了Ａ和

Ｘ的解耦．根据定义，ψＸ（Ｘ，Ｘ
［ｎ－１］）和ψＡ（Ａ，Ａ

［ｎ－１］）

必须满足式（３），则下述两个不等式须成立：
ｃＤ Ｘ－Ｘ［ｎ－１

 

］ ２
Ｆ－ ΦＡＸ－ΦＡＸ［ｎ－１

 

］ ２
Ｆ≥０ （７）

ｃΦＸ Ａ－Ａ
［ｎ－１

 

］ ２
Ｆ－ ΦＡＸ－ΦＡ［ｎ－１］

 
Ｘ ２

Ｆ≥０（８）
文献［３］利用泰勒级数推导了与式（７）、（８）类似的

不等式，读者可结合文献［３］进行推导．
３３ 基于代理函数的稀疏性字典学习

稀疏性字典学习分为两个关键性步骤：

（１）字典固定，求解系数矩阵的更新算法；
（２）系数矩阵固定，求解字典的更新算法．
下面根据凸优化理论，给出学习算法．

３．３．１ 固定字典，更新系数矩阵

利用凸优化理论最小化式（５）．由凸函数的性质可
知，代理函数相对 Ｘ的极小值点意味着代理函数相对
于Ｘ的梯度为零［９］．计算ψＸ（Ｘ，Ｘ

［ｎ－１］）对 Ｘ的梯度，
可得下式：

ＸψＸ（Ｘ，Ｘ
［ｎ－１］）

＝２ｃＤＸ－２（ΦＡ）ＴＹ－２ｃＤＸ［ｎ－１］＋２（ΦＡ）Ｔ（ΦＡ）Ｘ［ｎ－１］

＋λＸＸＪ（Ｘ） （９）
令 Ｂ＝１／ｃＤ （ΦΑ）

ＴＹ＋ｃＤＸ［ｎ－１］－（ΦＡ）Ｔ（ΦＡ）Ｘ［ｎ－１( )］ ，
将 Ｂ记为 Ｂ＝［ｂｉ，ｊ］，由极小点条件可知：ＸψＸ（Ｘ，
Ｘ［ｎ－１］）＝０，设系数矩阵更新结果记为 Ｘ［ｎ］＝ ｘ［ｎ］ｉ，[ ]ｊ ，
由文献［１０］，可得系数矩阵的更新公式如下：

ｘ［ｎ］ｉ，[ ]ｊ ＝
ｂｉ，ｊ－

λＸｓｉｇｎ（ｂｉ，ｊ）
２ｃＤ

λＸ
２ｃＤ
＜｜ｂｉ，ｊ｜，

ｉ∈ＲｏｗＢ
ｊ∈ＣｏｌＢ

０
{

， 其他

（１０）
其中ＲｏｗＢ，ＣｏｌＢ为矩阵Ｂ的行序号和列序号的集合．上
式可简记为：Ｘ［ｎ］＝ＳλＸ，ｃＤ（Ｂ）．

在上述更新公式基础上，对于固定字典情况，更新

系数矩阵可按下述算法进行：

算法１ 系数矩阵更新算法

步骤１ 初始化：Ａ＝Ａｔ－１，Ｘ［０］＝Ｘｔ－１，ｃＤ≥ （ΦＡｔ－１）Ｔ（ΦＡｔ－１

 

） ，

迭代次数 ＫＸ，迭代计数器 ｎ＝０
步骤２ ｎ＝ｎ＋１
步骤３ 如果 ｎ≤ＫＸ：计算 Ｂ＝１／ｃＤ（（ΦΑ）ＴＹ＋ｃＤＸ［ｎ－１］

－（ΦＡ）Ｔ（ΦＡ）Ｘ［ｎ－１］），Ｘ［ｎ］＝ＳλＸ，ｃＤ（Ｂ），转步骤２；

如果 ｎ＞ＫＸ：转入步骤４；

步骤４ 输出系数矩阵迭代结果：Ｘｔ＝Ｘ［ｎ－１］，结束算法．

３．２．２ 固定系数矩阵，更新字典

用凸优化理论最小化式（６），类似式（１０）的推导，令
Ｇ＝１／（ｃΦＸ）（Φ

ＴＹＸＴ＋ｃΦＸＡ
［ｎ－１］－ΦＴΦＡ［ｎ－１］ＸＸＴ），将

Ｇ记为 Ｇ＝［ｇｉ，ｊ］，设得到的字典稀疏矩阵更新记为

Ａ［ｎ］＝ ａ［ｎ］ｉ，[ ]ｊ ，则字典稀疏矩阵更新公式如下：

ａ［ｎ］ｉ，ｊ＝
ｇｉ，ｊ－

λＡｓｉｇｎ（ｇｉ，ｊ）
２ｃΦＸ

λＡ
２ｃΦＸ

＜｜ｇｉ，ｊ｜，

ｉ∈ＲｏｗＧ；ｊ∈ＣｏｌＧ
０










， 其他

（１１）
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其中ＲｏｗＧ，ＣｏｌＧ为矩阵Ｇ的行序号和列序号的集合．
上式可简记为：Ａ［ｎ］＝ＳλＡ，ｃΦＸ（Ｇ）．

下面给出字典稀疏矩阵的更新算法：

算法２ 字典稀疏矩阵更新算法

步骤１ 初始化：Ａ［０］＝Ａｔ－１，Ｘ＝Ｘｔ，ｃＸ≥ ＸＴｔＸ

 

ｔ ，ｃΦ≥ Φ
Ｔ

 

Φ ，

ｃΦＸ＝ｃＸｃΦ，迭代次数 ＫＡ，迭代计数器 ｎ＝０
步骤２ ｎ＝ｎ＋１
步骤３ 如果 ｎ≤ＫＡ：计算 Ｇ＝１／（ｃΦＸ）（ΦＴＹＸＴ＋ｃΦＸＡ

［ｎ－１］－

Φ
Ｔ
ΦＡ［ｎ－１］ＸＸＴ），Ａ［ｎ］＝ＳλＡ，ｃΦＸ

（Ｇ），转入步骤２；

如果 ｎ＞ＫＡ：转入步骤４；

步骤４ 输出字典稀疏矩阵迭代结果：Ａｔ＝Ａ［ｎ－１］，结束算法．

３．３．３ 稀疏性字典学习算法

在上述两个子算法的基础上，最终的稀疏性字典

学习算法可描述如下：

算法３ 稀疏性字典学习算法

步骤１ 初始化字典和系数矩阵：Ａ０，Ｘ０和总的迭代次数 ＫＴ
步骤２ ｔ＝ｔ＋１
步骤３ 如果 ｔ≤ＫＴ：在 Ｘｔ－１，Ａｔ－１基础上，由算法１更新系数矩阵得

到 Ｘｔ；在 Ｘｔ，Ａｔ－１基础上，由算法２更新字典矩阵，得到 Ａｔ；
转入步骤２；
如果 ｔ＞ＫＴ：转入步骤４；

步骤４ 给出输出：字典稀疏矩阵 Ａｔ－１，系数矩阵 Ｘｔ－１，结束算法．

３４ 稀疏性字典学习算法收敛性

ＳＤＬＡＯＳＦ算法的收敛性能分析主要包括算法的稳
定性和收敛性．
３．４．１ 算法稳定性分析

首先分析算法的稳定性．ψＸ（Ｘ，Ｘ
［ｎ－１］）相对于 Ｘ

的Ｈｅｓｓｉａｎ矩阵为：

ＨψＸ（Ｘ，Ｘ
［ｎ－１］[ ]） ＝

（ｖｅｃ（２ｃＤＸ））
（ｖｅｃ（Ｘ））Ｔ

＝２ｃＤＥＮＫ×ＮＫ （１２）

上式中 ＥＮＫ×ＮＫ表示的是ＮＫ×ＮＫ维单位矩阵，这意味
着ψＸ（Ｘ，Ｘ

［ｎ－１］）的 Ｈｅｓｓｉａｎ矩阵是正定矩阵．由 Ｌｙａ
ｐｕｎｏｖ第二定理［１１］，算法１迭代过程稳定，类似的，可以
证明算法２迭代过程稳定．
３．４．２ 算法收敛性分析

构造组合优化函数：

ψ（Ａ，Ｘ，Ａ
＋，Ｘ＋）＝（Ａ，Ｘ）＋ｃＤ Ｘ－Ｘ

 

＋ ２
Ｆ

＋ｃΦＸ Ａ－Ａ

 

＋ ２
Ｆ

－ ΦＡＸ－ΦＡ＋Ｘ

 

＋ ２
Ｆ （１３）

其中（Ａ，Ｘ）＝ Ｙ－Φ

 

ＡＸ ２
Ｆ＋λＸＪ（Ｘ）＋λＡＪ（Ａ）．若

固定（Ａ，Ａ＋｜Ａ＋＝Ａ），上式等价于式（５），若固定（Ｘ，
Ｘ＋｜Ｘ＋ ＝Ｘ），上式等价于式（６）．
式（１３）的收敛性证明可参照文献［３］的思路，将迭

代过程用算子来描述，应用闭图像定理实现证明，限于

篇幅，本文不再给出证明详细过程．

４ 仿真分析

将本文的 ＳＤＬＡＯＳＦ与文献［７］中的稀疏性 ＫＳＶＤ
算法进行仿真对比．稀疏性 ＫＳＶＤ算法解决的问题是
在限定 Ｘ，Ａ的列向量稀疏度情况（对 Ｘ的任一列
ｘ

 

ｉ ０≤ＴＸ，Ａ的任一列 ａ

 
ｊ０≤ＴＡ

 

，· ０表示非零值的个

数）下，最小化的目标函数是稀疏表示误差 Ｙ－Φ

 

ＡＸ ２
Ｆ．

在引言中提到，稀疏性 ＫＳＶＤ算法在迭代过程中
稀疏表示误差随迭代过程中可能发生振荡．ＳＤＬＡＯＳＦ
的代理函数在迭代过程中是收敛的，下面通过仿真进

行验证．仿真软件平台为Ｍａｔｌａｂ７．１．
仿真实验设定如下：（１）Φ∈Ｒｄ×Ｌ根据离散余弦变

换生成，Φ＝［φ１，…，φＬ］，φｉ∈Ｒｄ×１，原子个数 Ｌ＝６０，
ｄ＝６０；（２）训练样本矩阵 Ｙ∈ Ｒｄ×Ｎ，Ｎ＝２００：Ｙ＝

ｙ１，ｙ２，…，ｙ[ ]Ｎ ，ｙｉ＝∑
６

ｌ＝１
ｃｏｅｆｌφＲｌ＋σｎ×ｎｏｉｓｅ，ｎｏｉｓｅ为零

均值高斯随机噪声，标准差σｎ分别取［５，１０，１５］．生成

信号时满足：∏
ｌ≠ｊ

１≤ｌ，ｊ≤６

（Ｒｌ－Ｒｊ）≠０，原子的系数ｃｏｅｆｌ，１≤ｌ

≤６均通过随机数产生；（３）待学习的字典稀疏矩阵为
Ａ∈ＲＬ×Ｋ，维数 Ｋ＝８０，Ｄ＝ΦＡ．
取 Ｄ［０］＝ ｙ１，…，ｙ[ ]Ｋ 作为初始化字典，使用修正

的正交匹配追踪算法［１２］计算 Ａ的初始化Ａ０和 Ｘ的初
始化Ｘ０．然后分别应用稀疏性ＫＳＶＤ和 ＳＤＬＡＯＳＦ对样
本进行稀疏性字典学习，得到稀疏性字典．其中，稀疏
性ＫＳＶＤ算法的迭代次数设为 ＫＴ＝５０，稀疏表示中，稀
疏度限制为 ＴＸ＝８，ＴＡ＝８．ＳＤＬＡＯＳＦ参数设定为λＸ＝
λＡ＝５，ＫＸ＝ＫＡ＝１０，ＫＴ＝５０．

４１ 算法收敛性对比

比较两种算法中目标函数值随迭代次数 ｔ的变化
趋势．为缩小待显示数值的范围，在图中显示的是目标
函数的对数值．对稀疏性ＫＳＶＤ，显示的为：ｌｏｇ１０（‖Ｙ－

ΦＡＸ‖２Ｆ）；对于 ＳＤＬＡＯＳＦ，显示的：ｌｏｇ１０（‖Ｙ－ΦＡＸ‖２Ｆ
＋λＸＪ（Ｘ）＋λＡＪ（Ａ））．
无噪声是理想的，实际中难以满足．因此本文只考

虑含噪情况．对每种噪声水平重复十次实验，取十次实
验结果的目标函数的平均值作为该噪声情况下的目标

函数．以每种噪声水平下目标函数对数值的差分序列
为观察对象．将两种算法在三种噪声水平下的结果放
在一起，进行对比．其结果如图１所示（为了能够显示清
楚，只选取了后面２０步迭代的结果）．图中的三种噪声
ｎｏｉｓｅ１，ｎｏｉｓｅ２，ｎｏｉｓｅ３分别对应标准差５，１０，１５．“Ｋ”表示
ＫＳＶＤ方法的结果，“Ｓ”表示ＳＤＬＡＯＳＦ的结果．

从图１中可以看出，对于 ＫＳＶＤ算法，其三种噪声
水平下的目标函数对数值的差分序列均与零轴有多次

２１９２ 电 子 学 报 ２０１１年



交叉，这亦意味着其目标函数在迭代过程中存在数次

震荡，而三种噪声水平下 ＳＤＬＡＯＳＦ算法对应的差分序
列始终处于零轴下方，这表明其目标函数在迭代过程

中是严格下降的．从而，在存在噪声情况下，ＫＳＶＤ算法
迭代过程不是严格收敛的，而 ＳＤＬＡＯＳＦ算法迭代过程
是严格收敛的，这与理论分析的结论相符合．
４２ 收敛速度对比

给出的两种算法完成一次字典学习所耗费的时间

如表１所示．（计算机配置：处理器：ＡＭＤＡｔｈｌｏｎ（ｔｍ）
７５５０，主频：２５１ＧＨｚ，内存：２００ＧＢ）．

表１ 两种算法运行时间对比（单位：秒）

标准差
算法

稀疏性 ＫＳＶＤ ＳＤＬＡＯＳＦ

σｎ＝０ ６４．８５９４ ７．６２５
σｎ＝５ ６１．６０９４ ７．６２５
σｎ＝１０ ６１．３５９４ ７．６４０６
σｎ＝１５ ６０．１０９４ ７．５７８１

通过运行时间比较可以发现，稀疏性 ＫＳＶＤ耗费
的时间约为 ＳＤＬＡＯＳＦ耗费时间的９倍，也就是说 ＳＤ
ＬＡＯＳＦ的执行效率要优于稀疏性ＫＳＶＤ．

５ 总结与讨论

针对稀疏性字典的学习问题，本文从整体优化角

度出发，结合块松弛思想，经过严格数学推导，给出了

ＳＤＬＡＯＳＦ算法，并进行了收敛性能分析．仿真实验结果
表明ＳＤＬＡＯＳＦ在收敛性和执行效率方面均优于稀疏
性ＫＳＶＤ算法．

最后简单讨论一下 ＳＤＬＡＯＳＦ目标函数中的两个
参数λＸ、λＡ．从算法１和算法２可知，这两个参数能影
响收敛速度，如果取值较大，则会加速收敛，但使得字

典学习的结果在对训练样本进行稀疏表示时误差较

大，但若取值过大，则会使得 Ａ，Ｘ变成零矩阵（由式
（１０）和式（１１）可以看出这点）．在实际使用时，可先取较
小的值，再做适当的调整．
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